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Введение

Проведение практически любой финансовой операции порождает движение денежных средств. Такое движение может характеризоваться возникновением отдельных платежей, или множеством выплат и поступлений, распределенных во времени.

В процессе количественного анализа финансовых операций, удобно абстрагироваться от их конкретного экономического содержания и рассматривать порождаемые ими движения денежных средств как численный ряд, состоящий из последовательности распределенных во времени платежей CF0, CF1, ..., CFn. Для обозначения подобного ряда в мировой практике широко используется термин поток платежей или денежный поток (cash flow - CF).

Отдельный элемент такого численного ряда CFt представляет собой разность между всеми поступлениями (притоками) денежных средств и их расходованием (оттоками) на конкретном временном отрезке проведения финансовой операции. Таким образом, величина CFt может иметь как положительный, так и отрицательный знак.

Количественный анализ денежных потоков, генерируемых за определенный период времени в результате реализации финансовой операции, или функционирования каких-либо активов, в общем случае сводится к исчислению следующих характеристик:

 - будущей стоимости потока за n периодов;

 - современной стоимости потока за n периодов.

Часто возникает необходимость определения и ряда других параметров финансовых операций, важнейшими из которых являются:

 - величина потока платежей в периоде t;

 - процентная ставка;

 - срок (количество периодов) проведения операции.

Далее будут рассмотрены наиболее распространенные виды денежных потоков, их свойства.
Характеристика показатеей количественной оценки потоков платежей

В большинстве современных коммерческих операций подразумеваются не разовые платежи, а последовательность денежных поступлений (или, наоборот, выплат) в течение определенного периода. Это может быть серия доходов и расходов некоторого предприятия, выплата задолженностей, регулярные или нерегулярные взносы для создания разного рода фондов и т. д. Такая последовательность называется потоком платежей.

Поток однонаправленных платежей с равными интервалами между последовательными платежами в течение определенного количества лет называется аннуитетом (финансовой рентой).

Теория аннуитетов является важнейшей частью финансовой математики. Она применяется при рассмотрении вопросов доходности ценных бумаг, в инвестиционном анализе и т. д. Наиболее распространенные примеры аннуитета: регулярные взносы в пенсионный фонд, погашение долгосрочного кредита, выплата процентов по ценным бумагам.

Аннуитеты различаются между собой следующими основными характеристиками:

•
величиной каждого отдельного платежа;

•
интервалом времени между двумя последовательными платежами (периодом аннуитета);

•
сроком от начала аннуитета до конца его последнего периода (бывают и неограниченные по времени — вечные аннуитеты);

•
процентной ставкой, применяемой при наращении или дисконтировании платежей.

Аннуитет, для которого платежи осуществляются в начале соответствующих интервалов, носит название аннуитета пренумерандо; если же платежи осуществляются в конце интервалов, мы получаем аннуитет постнумерандо (обыкновенный аннуитет) — пожалуй, самый распространенный случай.

Наибольший интерес с практической точки зрения представляют аннуитеты, в которых все платежи равны между собой (постоянные аннуитеты), либо изменяются в соответствии с некоторой закономерностью. 

Введем следующие обозначения: 

Р  —  величина каждого отдельного платежа; 

ic  —  сложная процентная ставка, по которой начисляются проценты;
j  —  номинальная ставка сложных ссудных процентов (её определение будет дано в дальнейшем);

Sk — наращенная сумма для k-го платежа аннуитета постну​мерандо;
S — наращенная (будущая) сумма всего аннуитета постнуме​рандо (т. е. сумма всех платежей с процентами);
Аk — современная величина k-го платежа аннуитета постнумерандо;
А — современная величина всего аннуитета постнумерандо (т. е. сумма современных величин всех платежей);
Sn —   наращенная сумма аннуитета пренумерандо;
An —  современная величина аннуитета пренумерандо;
п    —  число платежей.
Рассмотрим аннуитет постнумерандо с ежегодными платежами Р в течение п лет, на которые начисляются проценты по сложной годовой ставке ic (рис. 1).
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Рис. 1. Будущая стоимость аннуитета постнумерандо
Сумма S1 для первого платежа, проценты на который будут на​числяться, очевидно, (п — 1) раз, составит по формуле:
S1 = P(1+ ic)n-1
Для второго платежа (проценты на него будут начисляться на один год меньше) имеем

S2 = P(1+ ic)n-2

и так далее. На последний платеж, произведенный в конце п-го года, проценты уже не начисляются, т. е.

Sn = P.

Тогда для общей наращенной суммы имеем
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(1)
где ki,n — коэффициент наращения аннуитета с параметрами i, п — представляет собой, как можно заметить, сумму членов геометрической прогрессии, для которой первый член a1 равен 1, а знаменатель (назовем его q) составляет (1 + iс). 

Используя математическую формулу для суммы членов геометрической прогрессии:
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запишем выражение в более удобном для вычислений виде:
[image: image4.jpg]




(2)
Для коэффициента наращения, соответственно, имеем
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(3)

Найдем теперь современную величину А данного аннуитета (рис. 2).
[image: image6.png]



Рис. 2. Современная величина аннуитета постнумерандо
При заданной процентной ставке ic современное значение каждого платежа будет определяться по формуле:
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Современная величина всего аннуитета, следовательно, соста​вит
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где ain — коэффициент приведения аннуитета, опять является суммой геометрической прогрессии, теперь уже с параметрами а1 = q= 1/(1+ic).
Тогда для аi.n  получаем выражение:
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(4)
для современной величины А соответственно
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(5)

Как видим, современная величина и наращенная сумма анну​итета связаны между собой соотношением:
[image: image11.jpg]S=A+ )"









(6)
Из полученных формул путем преобразований легко получить еще несколько формул.
Так, для определения размера очередного платежа (Р) имеем
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(7)
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(8)

Для определения срока аннуитета (п), при прочих заданных ус​ловиях, получаем
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(9)

[image: image15.jpg]_Ini P
ni+i)








(10)

Для конкретных вычислений выбирается одна из двух формул каждой пары в зависимости от заданных известных величин.

Рассмотрим далее аннуитет пренумерандо с теми же начальны​ми условиями (рис. 3).

Очевидно, отличие от предыдущего случая состоит здесь в том, что период начисления процентов на каждый платеж увеличивается
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Рис. 3. Будущая стоимость аннуитета пренумерандо
на один год, т. е. каждая наращенная сумма Sk увеличивается в (1 + ic) раз. Следовательно, для всей суммы Sn имеем
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(11)

Для коэффициента наращения аннуитета пренумерандо кпi.п по​лучаем следующее соотношение:
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(12)

Можно также заметить, что для определения современных зна​чений каждого платежа дисконтирование по заданной ставке iс проводится на один раз меньше, чем в случае аннуитета пренуме​рандо. Поэтому каждая современная величина Ак будет больше в (1 + i) раз. Таким образом, 
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(13)

А для коэффициента приведения aпi,n получаем
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(14)

Для нахождения размера платежа и срока аннуитета пренуме​рандо можно по формулам (11) и (13) найти для заданных зна​чений Sn и Ап соответствующие значения S и А и пользоваться далее формулами, выведенными для аннуитета постнумерандо.
 Для определения коэффициентов наращения и приведения обыкновенного аннуитета существуют таблицы, которыми удобно пользоваться в практических вычислениях. Максимальные процентные ставки в таких таблицах обычно не превышают 30—40%, что значительно ниже размера процентных ставок, применяемых в России в настоящее время. Но нужно иметь в виду, что п в данном случае — не число лет, а число периодов одинаковой продолжительности (день, месяц, квартал и т. д.), в которых принята данная процентная ставка. Таким образом, если задана годовая процентная ставка, можно найти эквивалентную ей ставку на более коротком интервале и рассматривать далее п как число таких интервалов.

 Если срок аннуитета п не ограничен, мы получаем случай вечного аннуитета. Для аннуитета постнумерандо выражения для наращенной суммы и современной величины приобретут следующий вид:
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(15)
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(16)

Для аннуитета пренумерандо, соответственно, получаем

[image: image23.png]o0

w_ 1 1+4)"~
S =tim P 1+ L

"= o e






(17)
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Таким образом, различие между двумя типами вечных аннуи​тетов, естественно, сказывается на определении их современной величины.
Не менее важен случай, когда последовательность платежей из​меняется по некоторому закону, и, следовательно, также может быть описана с помощью математических средств.
Рассмотрим обыкновенный аннуитет, в котором платежи по​стоянно увеличиваются на определенную положительную величи​ну h, т. е. являются членами арифметической прогрессии с пер​вым членом a1 = Р и разностью h. Т. е. платежи представляют собой ряд:
Р, Р + h, Р + 2h, ... Р+ (п - 1)h.
Для наращенной суммы всего аннуитета получаем следующее выражение:
S= Р(1+ ic)n-1 + (Р+h)(1+ ic)n-2 + (Р+ 2h) (1+ ic)n-3 +...+ [Р+ (п -1)h].
Умножим обе части данного равенства на (1 + ic) у и вычтем первое выражение из полученного после умножения:
[image: image25.png]S+ = PO i)' [P+(n ~1B AL+ 5" Y B i)t A1+ i





Видно, что часть полученного равенства представляет собой сумму членов геометрической профессии, где а1 = h(1 + iс); q = (1 + iс). После несложных преобразований получаем:
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(19)

Найдем теперь современное значение аннуитета А.
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Умножим обе части равенства на (1 + ic)n.
[image: image28.jpg]A(1+i)" = PO+ 4 (P4 m(1+i)" +[P+(n—1)h] = S.




Как видим, в данном случае верна формула (6), полученная ранее для обыкновенного аннуитета:
[image: image29.jpg]A(l +i)"=S8,




отсюда
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(20)
Возможен также случай, когда платежи постоянно возрастают в q раз, т. е. являются членами геометрической прогрессии:
P, Рq, Pq2, ... , Рqn-1.
Тогда для наращенной суммы аннуитета имеем
[image: image31.png]S= PO+ i g+ R PO T e )




В квадратных скобках мы получили геометрическую прогрес​сию с первым членом a1 = (1 + ic) и знаменателем q/(1 + ic). Ис​пользуя опять формулу для суммы геометрической прогрессии, получаем выражение для S:
[image: image32.jpg]S=PAqd"— (1 +i)"lg— (1 +i)).




Очевидно, чтобы найти современное значение аннуитета А, здесь также можно применить формулу (6):
[image: image33.jpg]A= A/ + )" = 1)/lg = (1 + i)




Теперь мы имеем возможность решить пример по определению потока платежей произвольной величины.

Пример 1
Найти современную величину потока платежей, определяемого следующим образом: первый год — поступления 500 ам. долл., второй год — поступления 200 ам. долл., третий год — выплата 400 ам. долл., далее в течение семи лет — доход по 500 ам. долл. Став​ка дисконтирования — 6% годовых. 
Решение
В данном примере поток платежей в течение последних семи лет представляет собой постоянный аннуитет. По формуле (5) мы можем рассчитать его современную величину А0. Нельзя за​бывать, что это будет современная величина на момент начала четвертого периода:
А0 = 500 • 5,58 = 2791 (ам. долл.) 
(коэффициенты приведения находим по таблице  Приложе​ния 1). Далее, используя формулу (3.11), находим современные значения на момент начала потока платежа для всех оставшихся платежей и величины А0:
А1 = 500 * 0,953 = 471,5 (ам. долл.); 
А2 = 200 • 0,89 = 178 (ам. долл.); 
А3 = -400 • 0,840 = -336 (ам. долл.); 

А4 = 2791 • 0,840 = 2344,44 (ам. долл.). 
Складывая получившиеся величины, находим современную ве​личину всего потока платежей:
А =А1 + А2 + А3 + А4 = 2657,94 ам. долл.
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Современная величина аннуитета
Во всех случаях, когда в произвольном потоке пла​тежей встречаются серии, которые могут быть опи​саны как постоянные или изменяющиеся по некоторому закону аннуитеты, следует обращать внимание на начальный момент и срок этих аннуитетов, не совпадающие с началь​ным моментом и сроком полного потока платежей.
Следующий этап нашего изучения — конверсия аннуитетов.

Под конверсией аннуитета понимается такое изменение начальных параметров аннуитета, после которого новый аннуитет был бы эквивалентен данному.

Два аннуитета считаются эквивалентными, если равны их современные величины, приведенные к одному и тому же моменту времени.

На практике необходимость рассчитать параметры эквивалентного аннуитета чаще всего возникает при изменении условий выплаты долга, погашения кредита или займа и т. п. При этом конверсия может произойти как в момент начала аннуитета (на этот момент и рассчитываются современные величины эквивалентных аннуитетов), так и после выплаты некоторой части аннуитета. В последнем случае все расчеты производятся на остаток долга в момент конверсии.

Рассмотрим наиболее распространенные случаи конверсии постоянных аннуитетов.

1.
Через некоторый промежуток времени п0 (он может быть равен и 0) после начала аннуитета весь остаток долга может быть выплачен за один раз (выкуп аннуитета). Очевидно, что в этом случае величина выплачиваемой суммы будет равна современной величине остатка аннуитета, рассчитанной для срока п1= п — п0.

2.
Может возникнуть задача, обратная предыдущей: задолженность погашается частями, в виде выплаты постоянного аннуитета, и требуется определить один из параметров аннуитета при заданных остальных. Поскольку здесь известна сумма долга, т. е. современная величина аннуитета, для нахождения неизвестного параметра используем формулы (8) или (10).

3.
Период выплаты долга может быть изменен при сохранении прежней процентной ставки. Величину Р1 платежа для срока п1 находим, используя уравнения эквивалентности (приравниваются современные значения аннуитетов):
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Отсюда
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Очевидно, что, если срок аннуитета увеличится, значение Р со​кратится, и наоборот.
4.
Может возникнуть ситуация, когда величина платежа Р дол​
жна быть изменена в ту или другую сторону. Рассмотрим данные
случай на примере 2.
Пример 2

Для погашения кредита, выданного под сложную процентнук ставку 4% годовых, в течение 10 лет должны вноситься ежегодны* платежи в размере 5 000 ам. долл. Изменившиеся условия даю' возможность с самого начала вносить по 7 500 ам. долл. Опреде​лить новый срок «|, за который долг будет полностью выплачен.
Решение
Рассчитаем сначала современную величину имеющегося анну​итета (которая и представляет собой величину долга на начальные период).
По формуле (5) получаем
Л = 5 000 [1 - (1 + 0,04)-10]/0,04 = 40554,5 (ам. долл.).
Далее для изменившегося Р найдем коэффициент приведена аннуитета по той же формуле:
аi,п = А/Р1 = 40554,5 ам. долл./ 7500 ам. долл. = 5,4.
Используя таблицу Приложения 1 найдем значение п1, более всего подходящее данному коэффициенту при процентной ставке 4%, округляя его в меньшую сторону: п1 = 6. Поскольку значение п1 найдено приближенно, необходимо рассчитать современное значение нового аннуитета:
Ах = 7 500 [1 - (1 + 0,04)-6]/0,04 = 39 316 (ам. долл.).

Если величины платежей изменяться не могут, недостающая сумма А0 = 40 554,5 - 39 316 = 1238,5 (ам. долл.) должна быть выплачена кредитору сразу. (Пример, когда в такой ситуации кор​ректируются величины платежей, рассматривается в конце этого раздела).
5.
Начало выплаты задолженности при заданной процентное
ставке iс может быть отсрочено:
а)
при сохранении размера платежа;
б)
при сохранении срока выплаты.
Очевидно, что в первом случае должен увеличиться срок анну​итета, а во втором — величина платежа.
Обозначим через п0 период отсрочки. Тогда на момент начала выплаты, сумма долга А1, которая должна являться современной величиной нового аннуитета, составит по формуле сложного про​цента:
[image: image37.jpg]Ay= AL+ i),




Отсюда получаем уравнение эквивалентности:
[image: image38.jpg]Pl = +iy™M =1 = 1+ -1+ i)




Далее поступаем аналогично рассмотренным ранее случаям. В первом варианте находим значение п1 продолжительности нового аннуитета при заданном значении Р1 = Р (п1 будет найдено при​ближенно, поэтому потребуется выплата компенсирующей сум​мы, см. пример 2). Во втором — величину платежа P1 при п1 = = п- п0.
6. В некоторых случаях может потребоваться объединение не​скольких аннуитетов в один (консолидация аннуитетов). При этом объединяемые аннуитеты могут быть любыми, а в искомом объединяющем аннуитете один из параметров неизвестен при всех остальных заданных.
Пример 3
Два аннуитета с параметрами:
1) величина платежа — 2 000 ам. долл., процентная ставка — 5% годовых, срок — 12 лет;
2) величина платежа — 3 500 ам. долл., процентная ставка — 6% годовых, срок — 10 лет;
требуется заменить одним — со сроком 10 лет и процентной став​кой 6% годовых.
Определить величину нового платежа. 
Решение
Найдем сначала общую современную величину двух аннуите​тов. По формуле (5) имеем
А = А1 + А2 = 2 000 [1- (1 + 0,05)-12]/0,05 +
+ 3 500 [1 - (1 + 0,06)-10]/0,06 =
= 17 726,5 + 25 760,3 = 43 486,8 (ам. долл.).
Далее по формуле (7) находим величину нового платежа: 

Р= 43 486,8 * 0,06/[1 - (1 + 0,06)-I0J = 5 930 (ам. долл.).
Нам остается теперь рассмотреть важное практическое прило​жение теории аннуитетов — составление различных вариантов (планов) погашения задолженности. При составлении плана погашения интерес представляют размеры периодических платежей заемщика — выплаты процентов и выплаты по погашению основ​ной суммы долга — при различных условиях погашения (такие платежи носят название срочных уплат).
Основных вариантов погашения задолженности — пять:
1.
Займы без обязательного погашения, по которым постоянно
выплачиваются проценты. Задача в данном случае заключается в
нахождении размера выплачиваемой суммы Р при заданной про​
центной ставке i. Мы имеем здесь случай вечного аннуитета. Раз​
мер платежа определяется по формуле (15), из которой получаем
P = Aic.
2.
Погашение долга в один срок
Если заемщик должен вернуть всю сумму долга в конце срока, целесообразным бывает создание погасительного (амортизацион​ного) фонда, для чего периодически вносятся определенные сум​мы, на которые начисляются проценты.
Если процентная ставка, под которую вносятся средства, не превышает размеров ставки, под ко​торую выдается заем, создание погасительного фонда не имеет смысла. Выгоднее сразу расплачиваться этими сум​мами с кредитором.

Введем обозначения:
D   —  основная сумма долга (без процентов);
ic   —   ставка процента по займу;
I    —  процент по займу;
Р   —  размер взноса в погасительный фонд;
g    — ставка, по которой начисляются проценты на взносы в
фонд; 
Y   —  величина срочной уплаты; 

п    —  срок займа.
Найдем величину срочной уплаты Y  и ее составляющих (Y = = 1+ Р).
По определению I = D ic.
Сумма, накопленная в погасительном фонде за п лет, т. е. на​ращенная сумма аннуитета с параметрами Р, п, g, должна соста​вить величину D. По формуле (2) получаем
[image: image39.jpg]D=P[(1 +g"—1]/z




Отсюда
[image: image40.jpg]P=Dg/[(1 +&)"—1].




Значит, в данном случае величина срочной уплаты определяет​ся формулой:
[image: image41.jpg]Y=Di+Dg/[(1 +g"—1].






(23)

Если проценты не выплачиваются, а присоединяются к основ​ной сумме долга, то срочная уплата будет состоять только из взно​сов в погасительный фонд.
Общая сумма долга составит по формуле  величину D (\ + ir)n, откуда получаем
[image: image42.jpg]Y=P=D( +i)'g/[(1 +o"—1].




3.
Погашение долга равными суммами
Пусть долг погашается в течение п лет равными суммами, а проценты периодически выплачиваются. Тогда на погашение по​стоянно идут платежи размером D/n, а процентные выплаты еже​годно сокращаются, так как уменьшается основная сумма долга. 
Обозначим
Dk    — сумма долга после k-го года: 

Ik     — процентная выплата за k-й год. 
Тогда
D1 = D- D/n = D(1 -1/n); 
I1 = D ic, 
Y1= D ic + D/n 
На конец второго года получаем 
D2 = D1 - D/n = D(1 -2/n);
I2 = D(1  - 1/n)ic

Y2 = D(1  - 1/n)ic + D/n, и т.д. 
Для определения размера срочной уплаты и процентного пла​тежа после k-то года получаем 
Dk= D(1 - k/п); 

Ik = D[1-(k-1)/n]ic; 

Yk = D[1 -(k-1)/n]ic + D/n.
 На конец срока, т. е. n-го года имеем 
Dn = D(1  -n/n) = 0;
Yn=D[1-(n - 1)/n] ic + D/n=  D (1 + ic)/n. 
Видно, что самые большие суммы приходится платить в начале периода погашения, что может в большинстве случаев расцени​ваться как недостаток этого метода погашения задолженности.
4.
Погашение долга с использованием постоянных срочных уплат
Пусть займ величиной D, выданный под сложную годовую про​центную ставку ic, погашается в течение п лет равными срочными уплатами Y = I + Р. Понятно, что со временем составляющая I (проценты по займу) будет уменьшаться, так как уменьшается ос​новная сумма задолженности. Соответственно, составляющая Р (сумма, идущая на погашение займа) будет увеличиваться.
Выведем формулы для расчета суммы процентных денег и сум​мы на погашение долга на конец k-то года.
Периодическая выплата постоянной суммы Y при заданной процентной ставке iс в течение п лет является аннуитетом с соот​ветствующими параметрами.
Поэтому величина срочной уплаты определяется по формуле (7):
Y- D/ai,n (а i,n — коэффициент приведения ренты).
Обозначив через Рк сумму, идущую на погашение займа в кон​це k-го года, запишем следующие соотношения:
1) Ik + Pk = Ik+1 + Pk +1;
2) Dk = Dk-1 - Рk;
3) Ik = Dk-1 ic , откуда Dk-1 = Ik/ ic
4) Ik +1 = Dkic, откуда Dk = Ik+l/ic.
Подставляя выражения 3) и 4) в соотношение 2), получим
Ik+l/ic = Ik/ ic – Рk   откуда Ik+1 = Ik  - Рkic
Перепишем выражение 1), используя последнее равенство:
[image: image43.jpg]Ik + Px= I — Py ic + Pr+1,




откуда получаем
[image: image44.jpg]Ppsy = Pl + i) = P(1 + i)k,




Так как I1 = D ic, для Р1 получаем
[image: image45.jpg]Py = Dfa;,,— Di.= D(1/a;,, — i,).




Следовательно,
[image: image46.jpg]Po= D (1fag, — i) (1 +i)* L.




Отсюда
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Далее получаем
[image: image49.jpg]I = Dy_y i, = Di, — D (1/a;,, — i)[(1 + iy —1),




Когда займ погашается постоянными срочными уплатами, их величина может быть заранее задана, и тогда возникает задача определения периода погашения долга п. Вопрос определения срока аннуитета рассматривался ранее в связи с конверсией аннуитетов. При этом для выполнения принципа эквивалентности не​обходимо было доплатить недостающую сумму (возникающую в результате округления полученного п) в начале периода погаше​ния. Вместо этого возможно также небольшое изменение размера срочных уплат.
Рассмотрим для прояснения ситуации пример.
Пример 4
Займ в размере 12 000 ам. долл. выдан под сложную процент​ную ставку 4% годовых. Определить продолжительность периода погашения, если заемщик собирается выплачивать ежегодно но 1 500 ам. долл. Составить график погашения долга.
Решение
Рассчитаем сначала коэффициент приведения аннуитета а4п:
а4,п = А/Р = 12 000 ам. долл./1 500 ам. долл. = 8.
По таблице определим приблизительно п, соответствующее данному коэффициенту и процентной ставке 4%. Так как п = 10 соответствует коэффициент а4,10= 8,11, возьмем п = 9 и рассчи​таем для этого срока и современной величины А—\2 000 ам. долл. новое значение платежа Р. Используем для этого формулу (18), находя значение коэффициента приведения по таблице  Прило​жения 1.
Р = А/а4,9 = 12 000 ам. долл./7,435 = 1 614 ам. долл.
Составим теперь график погашения долга, в который должны входить процентные выплаты, расходы по погашению долга, ос​таток долга на конец каждого года.
Используя выведенные ранее формулы, находим искомые значения:

	Год
	Сумма долга 
на конец года
	Срочная 
уплата (Y)
	Проценты 
(I)
	Выплата на
погашение (Р)

	1
	10 866,0
	1613,99
	480,0
	1133,98

	2
	9 686,67
	1613,99
	434,64
	1179,35

	3
	8 460,2
	1613,99
	387,47
	1226,5

	4
	7 184,6
	1613,99
	338,4
	1275,58

	5
	5 858,0
	1613,99
	287,4
	1326,6

	6
	4 478,32
	1613,99
	234,32
	1379,67

	7
	3 043,5
	1613,99
	179,13
	1434,86

	8
	1 551,23
	1613,99
	121,73
	1492,25

	9
	0
	1613,99
	62,04
	1551,9


Небольшое расхождение в остатке долга на конец 8-го года и сумме последней выплаты на погашение происходит из-за округ​ления некоторых значений предыдущих сумм.

5. Погашение долга с использованием переменных срочных уплат
Во многих случаях предпочтительнее оказывается погашение долга с использованием переменных срочных уплат. Срочные уп​латы могут изменяться в соответствии с некоторой закономернос​тью или задаваться графиком погашения.

Рассмотрим случай, когда последовательность срочных уплат представляет собой арифметическую профессию с заданной раз​ницей h. При сроке погашения п и процентной ставке ic, исполь​зуя формулу (20), находим величину срочной уплаты Р:
[image: image50.png]P=[Ai +nh/(1 +i)" ~ ha; )i, a;,)




исходя из которой разрабатывается план погашения долга.
6. На практике часто встречается случай, когда заранее задают​ся размеры всех срочных уплат, кроме последней, определяемой величиной остатка долга на начало последнего периода (см. при​мер 5).

Пример 5
Долг в размере 10 000 ам. долл. требуется погасить за пять лет, размеры срочных уплат в первые четыре года — 2 000 ам. долл., 2 000 ам. долл., 4 000 ам. долл., 1 500 ам. долл. Найти величину последней уплаты, если процентная ставка составляет 5% годо​вых.

Решение
Разработаем план погашения долга.
	Год
	Сумма долга 

на конец года
	Срочная 

уплата (Y)
	Проценты 

(I)
	Выплата на
погашение (Р)

	1
	8 500,0
	2 000,0
	500,0
	1 500,0

	2
	6 925,0
	2 000,0
	425,0
	1 575,0

	3
	3 271,25
	4 000,0
	346,25
	3 653,75

	4
	1 934,81
	1 500,0
	163,56
	1 336,44

	5
	0
	2 031,55
	96,74
	1 934,81


Проценты за первый год составляют
I1 = D iс =10 000 • 0,05 = 500 (ам. долл.).

Отсюда

Р1 = Y1 - I1 = 1 500 ам. долл.;
D1 = D - Р1 = 8 000 ам. долл.
Для последующих лет получаем
I2 = D1 iс = 8500 ам.долл. * 0,05 = 425 ам.долл.;
Р2 = Y2 – I2 = 2000 - 425=1575 ам.долл.;
D2 = D1 - Р2 = 8 500 – 1575 = 6925 ам. долл.
I3 = D2 iс = 6 925 ам. долл. • 0,05 = 346,25 ам. долл.;  
Р3 = Y3 – I3 = 4 000 - 346,25 = 3 653,75 (ам. долл.);
D3 = D2 - Р3 = 6 925 - 3 653,75 = 3 271,25 (ам. долл.);
I4 = D3 iс = 3 271,25 ам. долл. • 0,05 = 163,56 ам. долл.;
Р4 = Y4 – I4 = 1500 – 163,56 = 1336,44 (ам. долл.);
D4 = D3 - Р4 = 3 271,25 - 1 336,44 = 1 934,81 (ам. долл.);
I5 = D4 iс = 1 934,81 ам. долл. • 0,05 = 96,74 ам. долл.;
Р5 = Y5 + I5 = 1 934,81 + 96,74 = 2 031,55 (ам. долл.);
D5 = D4 =1 934,81 ам. долл.
Итак, величина последней уплаты должна составить 2 031,55 ам. долл.
Заключение

Приведенные соотношения позволяют определить основные количественные характеристики финансовых операций, в результате проведения которых возникают элементарные потоки платежей.
Приложения

Приложение 1 -  Коэффициенты приведения аннуитета [image: image51.jpg]ain= 1/ic = 1/ic (1 + ic)"]
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